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Elektronenzustinde eindimensional gestorter lonenkristalle™ |

Von Friepricu Wanr **

Institut fiir Theoretische und Angewandte Physik der Technischen Hochschule Stuttgart
(Z. Naturforschg. 19 a, 620—631 [1964] ; eingegangen am 25. Mirz 1963)

Die Beschreibung der Elektronenzustinde eindimensional gestorter Ionenkristalle fordert eine
grundsitzliche Analyse der zur Entwicklung verwendeten Funktionensysteme. Als zweckmifBig er-
weisen sich lokalisierte Atomfunktionen, die als Repridsentanten virtueller Anregungen die Darstel-
lung der induzierten Elektronenpolarisation jedoch nur dann gestatten, wenn die simtlichen Simul-
tananregungen der moglichen Elektron-Lochpaarzustinde herangezogen werden. Das vorzeitige Ab-
brechen einer Entwicklung nach diesen Mehrfachanregungen fiihrt auf eine unphysikalische Abhin-
gigkeit der Polarisationsamplituden von der Grofle der Storung. Dagegen ergibt die Behandlung
des vollstandigen Systems eine befriedigende Darstellung der Polarisation und der einfach angereg-
ten Zustinde des gestorten Kristalls. Der Nachweis erfolgt durch Reduktion des hochdimensionalen
Eigenwertproblems und Transformation auf ein dquivalentes, nichtlineares Gleichungssystem, das
bei Vernachldssigung der Dipol-Dipolwechselwirkungen streng gelost und diskutiert werden kann.
Zur Berechnung des Grundzustands und der einfach angeregten Zustinde werden Ndherungsmetho-

den entwickelt.

In der vorliegenden Arbeit wird versucht, durch
Berechnung der Elektronenfunktionen eindimensio-
nal gestorter lonenkristalle die Existenz spezieller
Storniveaus fiir Versetzungen nachzuweisen. Diese
Problemstellung ist zwar noch nicht Gegenstand ex-
perimenteller Untersuchungen, doch liegen die Vor-
aussetzungen fiir eine theoretische Behandlung vor.
Insbesondere lassen sich die Lagen der Gitterpunkte
im Kern einer Versetzung mit Hilfe einer klassi-
schen, nichtlinearen Gitterstatik naherungsweise aus-
rechnen ' 2, Einem Ansatz von Srtumpr? folgend
behandeln wir die Elektronenzustdnde an Versetzun-
gen unter dem Aspekt einer Vielelektronentheorie.
Bei der Formulierung dieses Ansatzes st6f3t man je-
doch sehr rasch auf fundamentale Schwierigkeiten,
die im Charakter der eindimensionalen Stérungen
begriindet liegen, und die zu ihrer Uberwindung ein
griindliches Studium des Vielteilchenproblems erfor-
dern. Der Ubergang zu einem, dem Sikularproblem
dquivalenten nichtlinearen Gleichungssystem erleich-
tert dabei die Untersuchungen. wirft aber seinerseits
Fragen auf, die im Rahmen dieser Arbeit nicht er-
schopfend behandelt werden konnten.

Der hier versuchte Ansatz hat enge Beziehungen
zu den Vielelektronenfunktionen, die zur Behand-
lung der Excitonenpolarisation von Tovozawa * und
Haken® verwendet wurden. Im Gegensatz zu den

*Von der Technischen Hochschule Stuttgart genehmigte
Dissertation.
** Jetzige Adresse: Institut fiir Theoretische Physik der Uni-
versitdt Miinchen.
! H. Stumer, Quantentheorie der Ionenrealkristalle, Verlag
Springer, Berlin 1961, Kap. II.

translationsinvarianten Formulierungen, die im all-
gemeinen auch den Ubergang zu Kontinuumslsun-
gen gestatten, miissen wir unserer Problemstellung
gemdl} stets den gestorten Kristall, also die diskrete
Gitterstruktur im Auge behalten.

§ 1. Entwicklung nach lokalisierten Mehrfach-

anregungen

Storungen des Idealgitters sind verkniipft mit
elektrischen Zusatzfeldern und induzieren daher eine
Polarisation der Elektronenhiillen. Bei lonenkristal-
len kann dieser Sachverhalt beschrieben werden
durch die Berechnung von Dipolen am Ort der Git-
terbausteine. Diese Dipole schirmen die Zusatzfelder
ab, sind also fiir die Gesamtenergie des gestorten
Kristalls und damit fiir die Gleichgewichtslage der
Ionen von grofler Bedeutung. Die quantenmechani-
sche Beschreibung der Polarisation schlief3t sich die-
ser klassischen Interpretation an. Sie benutzt fiir die
Entwicklung einer Zustandsfunktion virtuelle Uber-
ginge aus den abgeschlossenen lonenhiillen in an-
geregte Zustinde der Ionen. Da solche Uberginge
vorwiegend zwischen s- und p-Funktionen angesetzt
werden miissen, die zugehorigen Matrixelemente
also Dipolcharakter besitzen, entsprechen sie der
Darstellung durch klassische Polarisationsdipole.

2 E. Fuges u. F. Wan, Z. Naturforschg. 16 a, 385 [1961].

3 Anmerkung !, § 29.

4 Y. Tovozowa, Progr. Theor. Phys. 12, 421 [1954].

5 H. Hakenx u. W. Scuorrky, Z. Phys. Chem., N. F. 16, 218
[1958].
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Die Amplituden der angeregten Funktionen sind
abhingig von simtlichen Auslenkungen aus den
Idealgitterorten und geben GrofBe und Richtung der
induzierten Dipole wieder.

Im Rahmen der adiabatischen Naherung lafit sich
fiir Tonenkristalle ¢ die Entkopplung der ScuHropIN-
GER-Gleichung in eine Kerngleichung und eine Elek-
tronengleichung rechtfertigen. Die Elektronenglei-

chung
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fiir die wir uns hier ausschlieBllich interessieren, ent-
halt neben Wechselwirkungen mit nichtkristalleige-
nen Storungen U;, die Kernorte nur als Parameter.
Damit werden die Eigenfunktionen ¥ eindeutige
Funktionen der Gitterauslenkungen. Bei einer Ent-
wicklung von ¥ beriicksichtigten wir diese Eigen-
schaft durch die Wahl lokalisierter Atomfunktionen
am Ort der eventuell verschobenen Gitterpunkte.
Dies garantiert uns die Erfillung der Randbedin-
gungen auch bei plastischen Deformationen des Git-
ters.

Vorlaufig definieren wir die lokalisierten Atom-
funktionen fiir ein einfaches Kristallmodell, bei dem
nur je ein Elektron pro Kern vorhanden sein maoge.
Es befinde sich entweder in einem s-formigen Grund-
zustand a; (r —Ni) oder in einem p-férmigen, drei-
fach entarteten, angeregten Zustand b (r — 3,). Die
Kristallfunktionen, die wir zur Entwicklung heran-
ziehen wollen, bilden wir aus einem Produkt dieser
Funktionen, unter Verzicht auf eine Antisymmetri-
sierung, die erst spiter im Rahmen einer Verfeine-
rung nachgeholt werden soll. Es sei

wo= [ ai(ti—N) (1.2)
1
die Funktion des Valenzbandzustands und
yn = by (t,—Ry) Ha ti—N) (1.3)
ixn

die Funktion einer Einfachanregung an der Stelle n
im Zustand ». Allgemein sei die Funktion einer Si-
multananregung z-ter Ordnung
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Die allgemeinste Entwicklung fiir die Zustandsfunk-
tion des gestorten Kristalls macht Gebrauch von
siamtlichen Simultananregungen (1.4)
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Hier sei N die Zahl der Gitterpunkte des Kristalls.
Neben den % iw: i sind auch die Amplituden
rao e Funktionen simtlicher Gitterauslenkungen
bzw. Gitterstorungen. Sollen dabei eindimensionale
Storungen zugelassen sein, so muf}, wie in § 3 bzw.
Anhang I diskutiert wird, die vollstindige Entwick-
lung (1.5) zur Beschreibung des Problems heran-
gezogen werden. Ein vorzeitiges Abbrechen der
Reihe fiihrt auf Divergenzen, die samtliche Amplitu-

den zum Verschwinden bringen.
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§ 2. Sakularproblem und Matrixelemente

Die Entwicklung (1.5) in die ScHRODINGER-Glei-
chung (1.1) eingesetzt, fithrt auf ein hochdimensio-

nales Eigenwertproblem fiir die Amplituden f{{fi::::,’{fi:
[ le s (H=2) Pdr=0, z=0,1,2,...,N.
(2.1)

Als System z-ter Ordnung definieren wir die Ge-
samtheit der Gleichungen (2.1) fiir ein festgehalte-
nes z. Bevor wir dieses System anschreiben, berech-
nen wir die auftretenden Matrixelemente und disku-
tieren sie kurz. Es ist?

(woH o) =Hy = Z<“ Hia;) + % ) {aja;Hya;a;)>
T
(2.2)

die Energie eines durch (1.2) angenaherten Valenz-
bandzustands. Sie ist eine Funktion aller Gitter-
auslenkungen und kann niherungsweise beschrieben
werden durch die Summe der CourLomB-Wechselwir-
kungen, der klassischen Ersatzpotentiale fiir die Ab-
stofung und der inneren Energie der Atome bzw.
Tonen.

p(Z)
Uy am")) Hmmn(z) Ay b1'1<z)>,- (23)

7 Da wir uns vorldufig nur fiir kristalleigene Storungen in-
teressieren, lassen wir die dufleren Potentiale U; weg.



622 F. WAHL

1 ist die Pol-Dipolwechselwirkung der Ionen bzw. ihrer UberschuBladungen mit einem angeregten Zu-
stand » am Ort n. Fiir unser einfaches Kristallmodell erhalten wir bei Beriicksichtigung der Winkeleigen-
schaften von (1.2) und (1.3)

; 1
By~ J,Nee,. O

€€ == ., Jy=const. 2.4
i+n ‘aXui Rui ! ( )

Dabei ist /, ein Integral aus den Radialanteilen von (1.2) und (1.3), e; die UberschuBladung am Ort i
und R,; der Abstand. X,; sind die kartesischen Abstandskoordinaten. Im Idealgitter verschwindet (2.4)
aus Symmetriegriinden.

By ist dagegen die elektrostatische Wechselwirkung eines Elektron-Lochpaares am Ort 1m mit einem
Dipol am Ort 1. Sie hat die Gestalt

B, =By e t (2.5)
mun =J2€° v T . J9=const, O
' - aAan (aXllun)z Rmn

klingt also mit dem Abstand R, sehr rasch ab.
Weiter ist (@iiw ke bo Hplo): kin iy = ARG s fir m@ =n@), =0 fiir m®@ =n®@, 4@ g=9@
(2.6)
das Matrixelement einer Dipol-Dipolwechselwirkung der Gestalt
0? 1
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(2.7)

Auf der rechten Seite von (2.7) wurde nur das Glied groiter Reichweite berticksichtigt.

an L opz-2 pO =2 p-1 @ p(z=1) p(2)

Ebenso wird {Pmor o H "/)m‘“:::111‘1‘7’11<I*“!1(“> = Anevge - (2.8)
SchlieBlich ist noch

pEa B H pla Loy = Ho+ Z Hta, + 5 Z E“‘m,,{?:, (2.9)

mit Hfj = by Hy by — <o Hm Ay +_ {aia; Hyy, (bm bm — Ay ) (2.10)
i=m

Efh = (b — @ @) Hyy (b1 by — ayay)> (2.11)

und H, aus (2.2) die Selbstenergie von x Elektron-Lochpaaren samt ihrer Wechselwirkungsenergie. Mit
den Matrixelementen (2.2) — (2.11) lautet nun das System a-ter Ordnung:

£\ 1) (z) (1) (x-2) (x—-1) g () (1) (z-1) (x) @) (z)
u . u 14D, p u " w 7z ), u
> Pm“’ .m@ [7 ma,, m-2) LqE-0m) T fm(”...m“-‘) (Bm“” T 4 Bm“).mm)
l 1

) WD p ) a1y uw L @ = it 1 1 g (h)
+x Z Am")i mw . meE-ni T mo g H(} =+ \ (H1n<“ + \ Em“’m”')) -2
1=

m® 1)
ia #{ :

m® p(x)
(1) () ) (1) (x)
2A @+ 1) - fo it (B +3 Bf.’wff‘i) 3 z+1)(z+2) X ffilm "‘n‘u?‘ﬁ A3 =0. (2.12)
m pa l
(LR iB=+
{m(z‘)!‘(z) m(x)/;(z)

Hier ist Y P %o+ /i0 die Summe iiber alle Permutatlonen der Indexpaare m® u®, Offensichtlich verkniipft
der Hamirron-Operator (1.1) die Funktion ’q}mm <13 von der Ordnung = nur mit Funktionen der Ord-
nungen (x—2), (x—1), 2, (x+1) und (x+2), eine Eigenschaft der Zweiteilchenwechselwirkungen in
(1.1).

Das Gesamtsystem (2.1) in der iiblichen Weise als Sakularproblem anzugehen, ist ziemlich aussichtslos.
Wir konnen jedoch gewisse Eigenschaften, die sich in den Systemen (2.12) periodisch wiederholen, ver-

wenden, um fiir einen Spezialfall exakte Losungen auszurechnen.
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§ 3. Exakte Losung bei vernachlissigter Dipol-Dipol-Wechselwirkung

Die klassische Vorstellung iiber die Polarisation der Elektronenhiillen geht davon aus, daf die verscho-
benen Ionen mit ihrer UberschuBladung Elektronendipole erzeugen. Diese Pol-Dipolwechselwirkung findet
sich im quantentheoretischen System (2.12) wieder, und zwar ausschlielich in den Matrixelementen Bj -
Die induzierten Dipole stehen ihrerseits miteinander in Wechselwirkung und schirmen dadurch das erzeu-
gende Feld ab. Hierfiir sind in (2.12) die Dipol-Dipolwechselwirkungen A% verantwortlich. Abgesehen
von H, und der Selbstenergie der Elektron-Lochpaare H, sind die restlichen Matrixelemente klein und
klingen in ihrer Eigenschaft als hohere Pole sehr rasch ab. Das erméglicht uns eine starke Vereinfachung
des Systems (2.12), ohne daf} der wesentliche Gehalt dabei verlorengeht. Denn nach einer Vernachlassi-
gung der Dipol-Dipolwechselwirkungen A4% und Bj,. sowie aller hoheren Pole, enthilt das neue System

x

2 Pl nio [Fw: e Binio + Fo o (Ho+ X Hipo — A+ X (z+ 1) fho bt Bl =0 (3.1)

=1 i,m*{n;l(l)”(l)

m p@
immer noch samtliche Wechselwirkungen der Elektronendipole mit allen kristalleigenen Storungen, d. h.
mit Storungen, die durch eine beliebige Verschiebung der Ionen aus ihrer Ideallage entstehen. Aus diesem
Grund erscheint uns (3.1) fiir eine erste Untersuchung der Eigenschaften des gestorten Kristalls geeignet
zu sein. Erleichtert wird eine solche Untersuchung durch die Tatsache, dal wir (3.1) exakt losen konnen.

Eliminiert man mit der nach 1 aufgelosten Gleichung O-ter Ordnung aus (3.1)

fo(Hy—4) + X fi Bf =0 (3.2)
o
den Eigenwert in allen iibrigen Gleichungssystemen dann entsteht mit dem Ansatz
) i = o oy o iy (3.3)

lfz -1

fiir die Amplituden hoherer Ordnung aus (3.1) das nichtlineare Gleichungssystem

() )
) @ () g 1) (2) (z-1) (x) fmm @ m® @
l Pﬁm:::,ﬁm fﬁlm f,’;{m cee f#‘(rl) [B#Im e 7 { (H‘,;lu) = T* B&(t))” =0, z=1, 2, . N. (34-)
0o =1

Die Gln. (3.4) sind sidmtlich miteinander vertriglich, d. h. die Losungen [} des Systems erster Ordnung

Bt + ;’“ (H" - 7"' Bﬁ,) =0 (m tber alle Gitterpunkte) (3.5)

erfiillen gleichzeitig alle Systeme hoherer Ordnung. Zum Beweis braucht man in (3.4) nur eine Umord-
nung der Glieder vorzunehmen. Es ist

(D) 10(%)
1 1) @ pp(1) (z) @ jm(“ @ 1 um, (2) (1) (z) (@) m (z)
— | 2 Pho: i faws - - o | 2 (Hio — =~ B = | X Pl flaw - flne | Hineo — Bia ||,
z fo =1 f() f0 fO
(3.6)

d.h. (3.4) enthilt innerhalb der eckigen Klammer die Gln. (3.5) fiir m™® bis m(®,

Es geniigt also, die Losungen des Systems erster  erhilt man den Grundzustand des gestorten Kristalls.
Ordnung (3.5) aufzusuchen. Mit den Amplituden- Denn beim Ubergang zum Idealkristall verschwin-
produkten (3.3) hat man dann die gesamte Losungs- den alle Bf; und damit auch alle Polarisationsampli-
mannigfaltigkeit. Offensichtlich zerfallt (3.5) in ein  tuden. Die Energie des Kristalls, die wir aus (3.2)
System quadratischer Gleichungen fiir die einzelnen  berechnen konnen, reduziert sich dann auf die Va-
Amplituden. Mit der Gesamtheit der negativen Wur- lenzbandenergie H,,.

zeln von Eine Anregung erster Ordnung erhilt man durch
fo o Wahl der positiven Wurzeln von (3.7) fir eine be-

o 4 M
"R (85 £ (Hpp)? + 4(By?) 37 stimmte Stelle, z. B. p, ». Beim Ubergang zum Ideal-
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kristall divergiert zwar die Amplitude fy , die Energie
A=Hy+§ 3 (HE = V(HD? + 4.(B)?)
IG¢ v

+ 3y (H + ) Hp)2 + 4(BY)?) (3.8)

bleibt jedoch endlich und konvergiert gegen die
Elektron-Lochpaarenergie H, . In gleicher Weise
lassen sich Anregungen beliebig hoher Ordnung zu-
sammenbauen. Insgesamt gibt es bei 3 N Gitterfrei-
heitsgraden 23" mogliche Kombinationen der Wur-
zeln (3.7), d. h. es gibt 23" Zustinde des Kristalls.
Die Amplituden (3.7) liefern, wie erwartet, trotz
der starken Vernachldssigungen in (3.1) eine phy-
sikalisch sinnvolle Beschreibung der Polarisation.
Um das einzusehen, brauchen wir nur nach den be-
ziiglich HY, kleinen Pol-Dipolgliedern Bf; zu ent-
wickeln. Naherungsweise finden wir auflerhalb eines

Anregungszentrums
/1

= (3.9)

f() H,u ¥

B#; besteht nach (2.4) aus einer Summe von Di-
polen, Hf, ist dagegen von Gitterauslenkungen nur
wenig abhidngig. Mit (3.9) haben wir damit wieder
den Anschlufl an die klassische Vorstellung der

Elektronenpolarisation.

F. WAHL

Setzt man (3.3) in (1.5) ein, so entsteht die Pro-

duktfunktion

3 fllb
Y—f 11 a, + 2t (3.10)
n

Gl. (3.10) hat einen anschaulichen Inhalt. Nach
Scrortky 3 1t sich die Verschiebung des Ladungs-
schwerpunktes in polarisierten Elektronenhiillen
durch Beimischung von p-Funktionen zu den abge-

schlossenen lonenschalen beschreiben. (3.10) bringt
diese Beimischung explizit zum Ausdruck.

Die Notwendigkeit einer vollstaindigen Entwick-
lung (1.5) ist jetzt sofort einzusehen. Wiirde man
an irgendeiner Stelle x=M < N abbrechen, dann
wiirde im M-ten Gleichungssystem von (3.1) die

Polarisationsenergie 27 = fl Y f* BY nicht mehr in
0

der angegebenen Weise [siehe (3.4)] durch das
nachfolgende Glied kompensiert. Bei eindimensiona-
len Storungen ist 2” jedoch divergent (s. dazu An-
hang I). Das hitte ein divergentes Hauptdiagonal-
element zur Folge, und das Gesamtsystem konnte
nur durch verschwindende Amplituden erfillt wer-
den.

§ 4. Das vollstandige System und die ErgédnzungsgrofSen

Die Deutung der Produktfunktion (3.10) legt es nahe, den Ansatz (3.3) auch fiir die Amplituden des
vollstindigen Systems (2.12) zu versuchen. In welchem Mafle diese Naherung sinnvoll ist, soll im folgen-
den genauer untersucht werden. Dazu ist es zweckmiBig, die Amplitudenaufspaltungen

1 f‘u (z+1)
D), u® y(z+1) @, p@ ImE+h W | D | pz+)
Mm@ e = @+1) (f%”...#ﬂ‘) ”f'" + hlé\“’...xn‘lwm("“ (4.1)
uE+) (2 +2)
il f”ii)) U@ pE+D) x4 2 e fmf“l’m‘f’“ JED . @
mw.

m@ mE+ m+2) =

(=+1) (z+2)

l‘(l)u-
fm(”...mm

- mo . m@
fo

(z+1) (z+2)
”’) (4.2)

zu definieren. Aus (4.1) und (4.2) ergibt sich eine Verkniipfung zwischen den Ergénzungsgroflien von der

Form
p(x+2)
p@+D p(z+2) o u@| g+ fm(“”

Y. u®
mE+Hmz+2) —

m . m@

(l)
=} (h’;

|n(z)’m(z+l) A (17-“1) h,ﬁg; .
fo

V. p@+D) gy (z+2)
(z) ”(141) n(z+2) M, op@ m(z+1)m(x+2)

Mm@ Mm@+ fmu) m@ f .
0

(4.3)

(4.1) und (4.2) in (2.12) eingesetzt, filhrt nach Elimination des Eigenwerts 2 mit Hilfe der Gleichung

nullter Ordnung
(Hy—42) fo+ X f2 By

auf das nichtlineare Gleichungssystem

7S B 71C0] pu» L opz=2) pux=1 gy pwD L opE-n
il Pm“) m@ |9 fm‘”...m“ 2) Am(x D@ T fm‘” . m<1>1>(

4 23 AF Al + K

(4.4)

151]

(I) '1 @ (Z)
o T > Bﬁlu) m(z))

(l)

2 f
= (O]
LW 1,,(:)1 nW | -y wO @ )N H"(” B,,(h m®
~Z L AAm@Hiim), mE-Di .fm“’...mm L m® — Pmd - f

m“),u(l)
i * { :

m@ p
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u® go y(')q \ T g (v I‘(l)”m)
@ f( fm‘”.f m”)l ) @) () @) gy(h) fmmfm(h) m(z)m(m
== Z (Bllmmd: ( A#ﬂlﬁ + % S l]«;l(l)";n(h) = A':‘“(l)};n(h) ——— +

mm,,u) f() L fo fo h=1 fo
i+
m(z)#m

(SO BUIE] @ o A @, ul@
+ D {hfa: ol (B + \_Bf,;m )+ X b k2P AP =0 (z=1,2,...,N). (4.5)
m“),u“) 1=1 mu)”u)
ia + iB=
mu)u(z) m(z),,(z)

Bei Vernachlissigung aller Ergénzungsgroflen in (4.5) kommen wir zuriick auf den Produktansatz (3.10).
Die Hauptdiagonalglieder dieses vereinfachten Systems sind konvergent, was unmittelbar aus ihrer an-
schaulichen Bedeutung als Selbstenergie und Wechselwirkungsenergie der beteiligten Elektron-Lochpaare
im polarisierten Gitter geschlossen werden kann:

z
@) (1)
E(}%): l {<b!nt1“>Hm<“bm<“> <am<’>Hm”>am<”>
=1

(1) o
) @ fm(“ 0] i
= Z < ( fn(” ﬁl‘” —Ano (am“> T b#l(“ ) m®i (ai a; g b? > (4‘6)
o +=m®pu® \ f fO
z z f MO) (1)
) [0 m(“ @ e (n) mo (h)
% Z S ( :1'1“’ ﬁl(” — Ao (am(” =3 fO bgﬂ‘))) Hmmmm ( m bﬁl(m Ay n) (llmon —+ fo bﬁl(n)>> > .

Im Gegensatz zum vereinfachten System (3.1) bzw. (3.4) sind jedoch die Losungen des Systems 1. Ord-
nung nach Vernachlassigung der Erginzungsgrofen

foc==mp fO la¢mu fO f mlfO

nicht mehr vertraglich mit den Gleichungen héherer Ordnung aus (4.5). Die Entscheidung dariiber, ob sie
trotzdem eine gute Naherung fiir unsere Zwecke abgeben, hingt davon ab, wie grofl der EinfluB der Er-
ginzungsgroflen bewertet werden mufl. Einen ersten Einblick in ihre Bedeutung gewinnen wir durch die
Untersuchung der Gl. (4.4), die, nach 4 aufgelost, zur Energieberechnung verwendet werden kann. Wir

sind in erster Linie daran interessiert, den Anteil der Summe % > > A%’ h%/fo an der Gesamtenergie
i 1f

des Grundzustands und der einfach angeregten Zustinde des gestorten Kristalls abzuschiatzen. Dazu ver-
wenden wir eine in Anhang III abgeleitete Niherung fiir A%® . Sie lautet

i A% + Bf (f#/fo) + Bt (f{/fo)
hqﬁ’&’ __f f] _ i\ S l 177 A
b I bz B — By (felfo) — BY (8o S
Diese Beziehung berechnen wir mit Hllfe der Niherungen fur die Einfachamplituden (3.7) bzw. deren
Entwicklung nach BY, . Sie vereinfacht sich fiir den Grundzustand auf

;t o
foBly + X Al fr 4 fi {H —pplmyy (B“f" A”“f)}=0 @)

~ —fo AFI(Hy+ H) (4.9)
und fiir den Fall einer Einfachanregung am Ort (m, u) auf
ml ~—fo A’éﬁ/H{’- (4.10)

Da auch im gestorten Kristall H¥ ~ H/ bleibt, sind bei Einfachanregungen die GroBen A% etwa um den
Faktor 2 groBer als die entsprechenden des Grundzustands. Die iiberwiegende Menge der A%’ fiir i bzw.
j= m sind mit (4.9) im wesentlichen identisch. Daher gelten die folgenden Untersuchungen fiir den
Grundzustand genauso wie fiir einfach angeregte Zustinde, sofern nur die betreffenden Glieder (4.10)
aus den Summen herausgezogen und mit 2 multipliziert werden. An den Uberlegungen indert sich da-
durch nichts Wesentliches, so dal wir uns auf die Untersuchung des Grundzustands beschrinken konnen.
Mit (3.9) und (4.9) wird aus (4.4)
(By)? Br A Bf  (4%)?
e HO"Z Hz +%m Iﬂ(Hfl{:H{} ‘H?+HF>

i
Wahrend das dritte Glied in (4.11) mit Hilfe eines in Anhang II abgeleiteten Summationsverfahrens zu-

(4.11)
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mindest fiir Bereiche geringer Gitterdeformation mit dem zweiten Glied zusammengefafit und als Abschir-
mung gedeutet werden kann, findet man fiir das letzte eine GroBe, die auch beim Ubergang zum Ideal-
kristall nicht verschwindet und die beim unendlich ausgedehnten Kristall divergiert. Setzt man H?~H{—=H,
so wird mit (2.7)

p s U (2 LY (B 1)
T *&F 2H 4H G4 8X?§8X%Rii 4H & = R )
und im Fall des Idealgitters bei 3 N Freiheitsgraden
RY, + 3 (X032
F . °°“S‘3N( “’TRR( i0) >—>x fir N— ~ . (4.13)
SE io

A ist von der Groflenordnung der Valenzbandenergie H, und kann mit dieser zur Energie eines echten
Grundzustands zusammengefafit werden. Erst von diesem Grundzustand aus gerechnet erhilt die Stor-
energie einen physikalisch sinnvollen Wert.

In gleicher Weise mul} der Beitrag der Ergdnzungsgrofien im System erster Ordnung abgeschétzt wer-
den. Es ist nicht von vornherein zu erkennen, ob dort nicht auch divergente Glieder der Gestalt (4.12)
auftreten. Sie wirden allerdings jede Amplitudenberechnung vereiteln. Nach (4.5) treten die folgenden
drei mit Ergdnzungsgroflen gebildeten Ausdriicke im System erster Ordnung auf:

ol hl“‘ /13 71,4
L D ) S (B2, (4.14)
ix=mp [0 t#=mpu

(4.14) entspricht der inneren Summe von (4.12). Da die Einzelglieder mindestens mit (Ry;) ~® abklin-
gen, ist (4.14) stets konvergent. Beziiglich der tibrigen Groflen im Hauptdiagonalelement des Systems
1. Ordnung ist dieser Ausdruck, wie ein numerischer Uberschlag fiir spezielle Atomfunktionen zeigt. ver-
nachléssigbar klein.

IL Mit (2.4), (2.5) und (2.7) ist
dy= 3 MBI+ Bun~— o S atm(Br+ By

i F=mu 2H Iazq: mu

+.’2€

o 1 8 ® 1)
) (4.15)

0
cs bl Dy o @ 1y
i 2H s aX(;niaX%i Rmi \ 1l i aX X?ﬂi (aX{:ﬂ)z Rmi
Der erste Anteil von (4.15) kann nach Anhang II naherungswelse aufsummiert werden:
A= — % e2Bi f, - (4.16)
Ein numerischer Uberschlag der Integrale /; und J; . wiederum mit geeigneten Atomfunktionen, zeigt, dal

4+ e2<1, d.h. (4.16) kann als Abschirmung des ersten Gliedes in (4.7) verstanden werden. Der zweite
Beitrag in (4.15) ist ungefahrlich, da die Einzelglieder schnell genug abklingen.

III. SchlieBlich bleibt noch, wenn man mit (4.3) umformt

V pulo o A 723 f 1o f % o4 ~
A3 =D h!m[I\/]iA i ‘\_ % (hlm\ ! h;uq‘]ﬂ = k 3 A ﬁ' (4‘1 ()
} Fmpu } My fO f

Hier ist das letzte Glied im Sinne von (4.12) divergent, hebt sich jedoch mit einem entsprechenden An-
teil, der im vorhergehenden Glied enthalten ist, heraus. Denn nach einer im Anhang IV abgeleiteten Na-
herung ist

2o 4 1 [
RlE ~ — (fin WP+ f2 1) (4.18)
2 fy
Damit wird (4.17) ndherungsweise
, ) Y] . A/tﬂAﬂa o
dps 3 gy pe.. 3 THIK, .2 > Aty (4.19)
}g}mn/z fo }¢mu 2H 2 Sempu

also eine Abschirmung des zweiten Gliedes in (4.7).
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Solange wir uns auf die Berechnung des Grund-
zustands und der einfach angeregten Zustinde be-
schrianken. haben wir mit (4.8) bis (4.19) eine Recht-
fertigung des Produktansatzes (3.10). Fir héhere
Anregungen ist die Ndherung (4.8) ungeeignet. Wir
sind vorlaufig auch nicht an ihnen interessiert und
schlieBen sie von den Betrachtungen aus. Ebenso
gelten die Abschitzungen nur dann, wenn die Pol-
Dipolwechselwirkungen B} im gestorten Kristall die
wesentliche Rolle spielen. Beim Ubergang zum Ideal-
kristall werden dagegen die Amplituden (3.7) fir
angeregte Zustinde sinnlos. Verfeinerte Untersu-
chungen zeigen, daB in diesem Fall den A%’ als den
Reprisentanten einer Zweiteilchenwechselwirkung
bei der Formulierung translationsinvarianter Excito-
nenzustdnde eine entscheidende Bedeutung zukommt.
Das erscheint plausibel, denn in den Energieaus-
druck (4.4) gehen bei verschwindenden Bf nur die
Amplituden f%* ein. Man wird also bestrebt sein,
zuerst Losungen dieser Amplituden aufzusuchen.
Ihre Darstellung als Produkt der Einfachamplituden
ist dann sicher eine schlechte Ndherung. Die Berech-
nung der Elektronenzustinde des Idealkristalls liegt
jedoch nicht in unserem Interesse. Wir haben es im
Gegenteil bei Versetzungen mit sehr starken Gitter-
storungen zu tun, so daf} die Anwendung von (3.10)
und die Berechnung der Amplituden f} aus dem
nichtlinearen Gleichungssystem (4.7) gerechtfertigt
sein diirfte.

§ 5. Das nichtlineare System erster Ordnung
und der Grundzustand

Wenn wir das System (4.7) zur Berechnung der
Elektronenzustinde verwenden wollen, stoflen wir

(HY, —

m

;gl {f() B';:l W Z Aﬂa (O)A/tm fx + fm

m,u o= mpu

das sich auBlerhalb der stark gestorten Bereiche auf

f;+ S QG#IBﬁIfOZO

mu

0
. )H';;x) -
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auf eine grofle Schwierigkeit. Man kann zeigen, daf}
dieses System wesentlich mehr Losungen besitzt als
das Eigenwertproblem (2.1) 8. Das bedeutet, daf} in
(4.7) nichtphysikalische Losungen auftreten, die wir
durch eine nachtrédgliche Deutung ausschlieffen miis-
sen. Insbesondere sind wir bei angeregten Zustén-
den darauf angewiesen, anschauliche Vorstellungen
in das System (4.7) hineinzutragen, um die ge-
wiinschten Losungen auszublenden. Bei der Berech-
nung des Grundzustands kénnen wir uns jedoch an
den Erdrterungen von § 3 orientieren. Dort gelang
es, die Amplituden vollstindig zu entkoppeln. Eine
dhnliche Entkopplung zur Berechnung einer ersten
Naherung streben wir auch hier an.

Gl. (4.7) ist ein System von der Dimension der
Gitterfreiheitsgrade. Doch 146t sich ein Grofiteil der
Amplituden abspalten, wenn man bedenkt, daf} nur
in wenigen ausgezeichneten Kristallbereichen starke
Storungen auftreten. Auflerhalb dieser Bereiche wer-
den die Polarisationsamplituden klein sein, d. h. Pro-
dukte dieser Amplituden konnen wir vernachlassi-
gen. Streicht man in (4.7) die nichtlinearen Glieder,
so fithrt das auf ein lineares Gleichungssystem glei-
cher Dimension, welches die Polarisation in den
Fernbereichen hinreichend genau beschreibt, in den
Bereichen starker Stoérung jedoch die wirklichen
Verhiltnisse falsch wiedergibt. Unter Umstinden
gelingt es, dieses lineare Gleichungssystem zu lésen,
insbesondere dann, wenn man die Matrixelemente
A4 und HY, durch geeignete Niaherungen () 44% und
OH4 ersetzt. In diesem Fall sind wir in der Lage,
eine Kehrmatrix Qf zu berechnen, welche die Ko-
effizientenmatrix (Ajy + Oni 0,40 Hiy) diagonalisiert.
Das nichtlineare System mit Q% multipliziert, fithrt
auf ein transformiertes System der Form

fpge s (Bl a0 o

foc mu " ‘fO f fO

(5.2)

vereinfacht. Die aus (5.2) berechneten Amplituden fir die Fernbereiche in (5.1) eingesetzt, reduziert
dieses System auf wenige Gleichungen fiir die stark gestorten Bereiche, die wir durch Vernachlassigung
aller Wechselwirkungen zwischen verschiedenen Amplituden entkoppeln wollen. Das fiihrt auf einen Satz
quadratischer Gleichungen von der Form

pn Binfo + fo [1+ X @l (A5 — @ Aly) + Qup (Hy —

mu mu+pr

OHN] + ()2 Qs Bil/fo=0.  (5.3)
Fiir die Beschreibung des Grundzustands kommen nur diejenigen Wurzeln in Frage, die beim Ubergang
zum Idealkristall verschwinden. Eine nachtrigliche Iteration dieser Naherungslosungen in (5.1) fiihrt

dann auf den Grundzustand des gestorten Kristalls. s F. Waur, Ann. Phys., Lpz. 11, 151 [1963].



628 F. WAHL

§ 6. Losungsverfahren fiir einfach angeregte Zustinde

Das Auffinden von Losungen einfach angeregter Zustinde wird erleichtert durch die Annahme, daB im
gestorten Kristall lokalisierte Anregungen auftreten konnen. Das bedeutet neben der Auszeichnung eines
speziellen Amplitudentripels f; auch den raschen Abfall der Umgebungsamplituden auf den Wert der
Grundzustandspolarisation auflerhalb des Anregungszentrums. Es empfiehlt sich daher, von vornherein eine
Aufspaltung in die Amplituden des Grundzustands ®'f4 und die Zusatzamplituden {4 vorzunehmen

ﬂ:t == (g)ﬂ:l + (A)ﬂ:t v (6.1)

In (4.7) eingesetzt, fithrt diese Substitution auf ein lokales Problem endlicher Dimensionszahl in den
Ak, fiir dessen linearen Teil wir, dhnlich wie in § 5, eine Kehrmatrix Ry berechnen konnen

| =t
(6.2)

B @ @2 @ B ) @ (g)fl?
TR {4 + By — Al ( : ) + Om,i O [Hﬁ‘ —~EB=rF 2 ( B ~2—7—A”ﬂ) -

= hm mi m,1 f() ! f(} f() B it & fO mj jO

Nach Multiplikation mit R}, erhalten wir das nichtlineare System in der reziproken Form

(A)gr (&) e\ (A)fu (A) g () fx\ [(A)gu \2 (A)f f(A)fu\ 2
fl‘ N Rm \’ 1, 121 m fm fl L[ B 4 A 1o fl m L\ fua fx fm
4= - == 2 AR — 2 = T m"T_ZAmi oy T_Ami .

fO m_;'z L i mp \ m fO fé \ T mpy f(; ”fO 1@+ mu f() fO

(6.3)

Dieses System versuchen wir schrittweise in ein Polynom fiir eine der ausgezeichneten Amplituden Vf; iiber-
zufithren. Der Losungsmannigfaltigkeit entsprechend sind an dem betreffenden Anregungsort drei Ampli-
tudentripel A fs (v=1,2,3) als Losungen des Eigenwertproblems festgelegt. Sie beschreiben drei Rich-
tungen, von denen wir annehmen wollen, daf} sie uns als Ergebnis irgendwelcher Betrachtungen, z.B.
Symmetrietiberlegungen, schon bekannt seien. Drehen wir unser Koordinatensystem so, daf} die interessie-
rende Anregungsrichtung in die Koordinatenachse Z fallt, dann gilt die zu Anfang erwiahnte Auszeichnung
fiir (Vf{ allein, da die beiden anderen Amplituden V) (»==1) verschwinden. Eine erste Niherung fiir
die induzierte Umgebungspolarisation ergibt sich aus (6.3) durch Vernachlissigung aller Summen m u==q 4,
sowie aller Glieder, die nicht quadratisch in fi vorkommen. Das fiihrt auf

e X 5 = o (g)fix (A)fia <A)f3‘. 2
wr— |5+ 3 4 (5| (5 (64)
fx+qi fo fO f0
und mit Hilfe der speziellen Beziehung fiir A)f} aus (6.4) durch Elimination
P g q
e = (B By I8, (6.5)

Ersetzt man die V7 in (6.4) durch die Beziehung (6.5). dann verbleibt ein Polynom zweiten Grades fiir
die Wf? allein. Diese erste Niherung fiihrt jedoch nicht nur auf komplexe Lésungen, sondern auch auf
eine komplexe Energie, enthidlt also ausschliefilich unphysikalische Losungen. Offenbar ist die mit (6.5)
benutzte Riickkopplung von 4fZ an die Umgebungspolarisation ungeniigend. Eine Verbesserung der Poly-
nomnéherung durch Berticksichtigung eines weiteren Summengliedes in (6.3) fiihrt dagegen auch zu reellen
Losungen. Neben m u = q 4 fallt noch das Glied m u = D » ins Gewicht. An Stelle von (6.5) tritt dann
Ay _ Rxx;)iz o N | . v ((g)fiz M’ff‘) (“”f{, 2]

1o R fa + fo Byy Bu"‘i;:im o + T o) | (6.6)
LaBt man in (6.6) fiir die @ f# nur die iiberwiegende Amplitude f} zu und ersetzt 4)f} mit Hilfe von
(6.5) durch WfZ, so hat man ein erweitertes Gleichungssystem zur Elimination der Amplituden W7 in
(6.4). Speziell fir Wf! ergibt sich eine Bestimmungsgleichung 4. Grades

L= (B o s g PR\
= i g + /',1 . !
00( . iixq).m fo) ]‘0
] (Adgiye - @z (13 ) R (A
i RM‘( q) + (R 2(3';+\‘A’;z l)(i‘*) L (R AT u"<—— “H 6.7
D»-ﬂ;}ﬂ‘_ P fo (£o) P o T o (R MR?‘?‘ K 6.7)
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Dieses Polynom hat zwei komplexe und zwei reelle Losungen, wie durch Ubergang vom Idealkristall zum
gestorten Kristall gezeigt werden kann. Fir das Idealgitter verschwinden die Glieder ersten und dritten

Grades, und die vier Wurzeln sind

—EAMRMZE],

(A)fé =xf, A

VAJv Rw) + 4 ES (R”)éi)ﬂr(ﬂii;hf

p;,q)

v¢q)

(6.8)

2 3 (R (A3

pr=qi

Das zweite Glied unter der inneren Wurzel ist wesentlich kleiner als das erste. Man kann daher entwickeln

und findet

Wi ot (6.9a)

o 3
/N g M 7
]/ /_.Aqv RUQ

wEQqli

(6.9a) ist identisch mit den Wurzeln von (6.4) fir
den Idealkristall. Sie sind rein imaginér, denn nach

(6.2) gilt fir die Kehrmatrix im Idealgitter

Ry~ —AQHy, pFq,  (6.10)
d. h. die Summe in (6.9a) ist negativ. Durch Sté-
rungsrechnung lafit sich nachweisen, daf} beim Ein-
schalten einer Gitterstorung ein Realteil hinzukommt,
die Losungen also konjugiert komplex ausfallen.
Die aus (4.4) berechnete Energie ist zwar im Falle
des Realkristalls reell, wird aber im gestorten Kri-
stall komplex. Solche Energien sind jedoch physi-
kalisch unzuléssig, so dafl wir die Amplituden (6.9a)
als Losungen ausschliefen miissen. Es verbleibt
(6.9b). Die beiden Wurzeln sind reell und bleiben
auch reell bei eingeschalteter Stérung. Energetisch
fallen sie fir den Idealkristall zusammen, im ge-
storten Kristall spalten sie auf. Als die eigentlich
physikalische Losung wahlen wir diejenige, die auf
den niedrigeren Energiewert fiihrt. Das wird durch
folgende Betrachtung nahegelegt: Im Idealkristall
beschreiben die beiden Losungen (6.9b) angeregte
Zustdande entgegengesetzter Dipolrichtung. Eine ein-
geschaltete Kopplung an das deformierte Gitter be-
glinstigt im allgemeinen eine der beiden Richtungen,
erzwingt also eine Aufspaltung der Energie. Die
energetisch hohere Losung ist instabil im Sinne des
Minimalproblems, aus dem das Eigenwertsystem
(2.12) hervorgeht, und kann daher ausgeschlossen
werden.

Selbstverstandlich 1aBt sich die hier entwickelte
Lésungsmethode auf Linearkombinationen ausge-
zeichneter Amplituden ausdehnen, wie sie bei ent-
arteten Problemen gebildet werden miissen. Das soll

W+ : ngﬁﬁ;l (6.9b)
NN Vi ¥ YV AL '
pr+Qqi

hier nicht geschehen, da wir uns bei numerischen
Auswertungen spiter auf die Berechnung angeregter
Zustinde an Gitterpunkten sehr geringer Symmetrie
beschrénken wollen.

Anfanglich ist die Richtung des Zustands, den wir
berechnen wollen, unbekannt. Eine Gewiahr dafiir,
daf} eine Achse des gewahlten Koordinatensystems
ungefdhr in die gewiinschte Richtung fallt, haben
wir dann, wenn in (6.3) die Nebendiagonalglieder
R}, mit v==1 verschwinden. Der EinfluB der bei-
den Komponenten (V) kommt dann nur iiber eine
Kopplung an die Umgebungspolarisation ins Spiel
und bleibt daher klein. Hdufig wird man jedoch
schon durch Symmetriebetrachtungen eine Aussage
tiber die Richtung der Anregung machen konnen.

Anhang 18

Als Beispiel wollen wir (1.5) nach den Funktio-
nen der Einfachanregungen abbrechen. Das System
(3.1) reduziert sich dann auf

fo(Hy—2) + X f B =0 (I. 1a)

Biifo + fru (Ho+ Hiy — 2)=0. (1. 1b)
(I. 1b) nach f}; aufgelost und in (I.1a) eingesetzt,
fuhrt mit Hjy~H auf eine quadratische Gleichung
in 2 mit den Losungen

A=H,+3HL)1H

+ (B (L2)

Nach Anhang II lafit sich die Polarisationsenergie

> (B%)? niherungsweise berechnen®. Wir erhalten
ix

? DimensionsmafBig ist erst ]/27‘(37}"7)7"’ eine Energie. Das #ndert an den Betrachtungen jedoch nichts.
i
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; 2 0° 1 ( 0° 1 ’
N(BY? =122V ¥V o “ﬂéﬁ,_%_._.
O T loxsoxs, ) oxs vy, ) 4
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2X0XP Ry, S ]

~const /2 e2 Y ey ey
nﬂ
Nach (2.2) enthalt H, in (I, 1a) CouLomB-Wechselwirkungen, die wir ebenfalls nach Auslenkungen aus

den Ideallagen entwickeln wollen:

€.l 9 e,e ,
1\ nn =U,+ 1\ L S L gﬁgﬁ'+”. I. 4
21{1_1’ i 0 % Ly aX a){ R?m' nn ( . )

(I. 3) hat genau die gleiche Gestalt wie das 2. Glled von (I.4), kann also mit diesem zusammengefalit
und als Abschirmung betrachtet werden. (I.4) ist nahezu proportional der Verzerrungsenergie eines Kri-
stalls. Bei Versetzungen ist diese ~[log R. wo [ die Lange der Verzerrung und R der Radius eines zylinder-
formig gedachten Kristalls darstellt. Sie geht iiber alle Grenzen fiir beliebig grofie Kristalle. Daher diver-
giert auch (I.3) und (I.1b) laBt sich nur durch verschwindende Polarisationsamplituden f4,/f, erfiillen.

Diese unphysikalische Abhingigkeit der Amplituden von der GroBe der Storung tritt genau so auf, wenn
(1.5) erst spdter abgebrochen wird. Erst die Berticksichtigung der gesamten Entwicklung fithrt auf ein
befriedigendes Ergebnis.

Anhang II

Die Summation iiber 1,2 in (I. 3) verwandeln wir néiherungsweise in eine Integration

0 1 G 1
> 2 T i=4d. .
s (a X anx R?n) (aXm axym m> aX fff (vl m) (vl aXﬁ Riw ) Sap=l (1)

Die tberstrichenen Groflen sind auf den Gitterabstand 1 bezogen. V' ist ein Normierungsvolumen und
B ein Raumbereich, aus dem geeignete Umgebungen um die Punkte 11 und 1’ ausgeschnitten sind. Das
Integral J lafit sich mit Hilfe des Greenschen Integralsatzes umformen

9 1 1 o 1 1/ 1 1
Toxiv U [ R (v‘axiﬁ' ) T+ f .f f 7| B15%7 ) d] - {i.2)

1
Das Raumintegral verschwindet, da AiaX 7R =0 ist. Es verbleibt ein Oberflachenintegral, das wir am
i in

besten iiber eine Kugel im Unendlichen und iiber zwei ausgesparte Kugeloberflichen um n und 1’ er-
strecken. Nach Wahl geeigneter Koordinatensysteme ist die Integration ausfithrbar. Die Kugel im Unend-
lichen liefert keinen Beitrag. Die beiden Oberflichen um 1 und 1’ geben zusammen
162 0 1
3V 9XPoXP RO’

sofern der Radius der Kugelumgebungen R < R}, bleibt.

] (IL. 3)

Anhang III

(1) (2) .. - . .
Zur Ableitung einer groben Naherung fiir die Ergidnzungsgrole Ao  vernachldssigen wir in der

Gleichung 2. Ordnung aus (4.5) alle Dipol-Dipolwechselwirkungen Albe® mit tFm® (1=1,2), also

(l) (2) . . (1)V (1) (2)
mit Ausnahme von A/ /e , sowie die unbedeutenden Matrixelemente Blw% und Ejw e . Nach Auf-
(1) (2) (1) (2) (1) (2) (1) (2)
spaltung von fiudie = & (flaw flse [fo + hfioho) entsteht eine quadratische Gleichung in Afiwfe , die

wir fir m®, u® =1,a und m®, u® =3, f anschreiben wollen
ft £ g, B W
AP fo+ BfoBﬁfu(fl ff +h“5){H“+H” By — By — 4 Ay A"ﬁ} 0. (HL1)
fo "fo fo fo" o fo
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Entwickelt man die Wurzeln dieser Gleichung nach A%* + (f#/fo) B* + (f?/fo) Bf, dann wird die Lésung
e TEIE To (AT (f21fo) B + (/30 BY)
! fo  Hi+HE— By (fi/fo) — B (f2[fo)
cine brauchbare Niherung fiir A%’ . Die andere Losung fiihrt, in die Gleichung erster Ordnung aus (4.5)

eingesetzt, auf einen zu (3.7) vollig verschiedenen Losungstyp fiir die Einfachamplituden f4;, so daf} (3.7)
zu der gewiinschten Abschdtzung nicht mehr herangezogen werden kann.

(III. 2)

Anhang IV

Wir multiplizieren das Gleichungssystem erster Ordnung aus (4.5) mit fl 450 [fo » bilden die
nes)

Summe aller Permutationen P/ /4 und ziehen diesen Ausdruck vom Gleichungssystem z-ter Ordnung
ab (z=2,3,...,N). Danach multiplizieren wir das durch obigen Prozel} entstandene System zweiter Ord-

. (l) (« 2) (1) () .
nung mit fhofe-2(1/fo) , bilden wiederum die Summe aller Permutationen Pjio) i und ziehen

diesen neuen Ausdruck von dem System z-ter Ordnung ab (x=3,4,....,/N). Dann erhilt man
((2-1) 1(2) h‘u(z 1) (2 A\
) x) [§8) (2=2)| y(z-1) (z-1)  gy(2) m-b (z=1) yy(x) m= (z=1) 1y (2) mz-1 m(2) (x=1) yy(2)
:P,ﬁm,','.}ﬁm [hrﬁu) ",;{(z 2)‘[;{{(: 1) (Bn{u n ‘#(z) T A’,;I(z 1)‘um(z> =l (Fﬁl(z—l)’;nu) i ————— Aﬁﬂzﬂ)‘fnm))

fo fo

3 ud L pE-Dg IS (D, u(z-2) riCaks
<t h ma r,;ll(z 1)||l m@i ,lnu>_“m(z—z) Z A i

(1) (1) (z-1) yy(z-1) el

? z— z— f
) {m 14 i {m " 0
1

B Vg
mé-bi
. m® p
n:[(z)”(z
r—2 21O p @
D @D p@ ) u® AP hm“)m“)
+ Rhay: m(z U]m(‘) . m me) I mom@® 5 (IV 1)
1=\ fo
()

h'u(z Dyt f
@, otz 1) (x) D, ulz-2) mE-Hm@ (z) ) Im®
+ (h,gm m<2 1);%(:) frﬁmmﬂ(z—'z) T Hﬁlm Bg‘m fO

\ (%), o fl ’;1‘1(:2) f:z h#:(zz))ﬁl‘ cor . . _
+ ) B G5! lfi — |+ At ) + Differenzglieder | = 0.
u® 0

u*m‘” f% f()

Hier ist Fj;, eine Abkiirzung fiir

Fou= 4 (B A5 o pn By f5) (IV. 2)

Aus (IV.1) liest man ab, daB sich die iiberwiegenden Glieder H!% durch den Ansatz

u® o@D - [V #(1)._.#(z—l;f”(l) P2 ppuGD ] (IV 3)

mo. imE-Hm@ = ( 1) ' mo . Ime-n o m(z 2) m(z 1>m(x)

herausheben. Wir betrachten daher (IV.3) als eine erste Naherung fiir die hoheren Erganzungsgroflen.



